
定义：若一个群G的表示矩阵都是幺正矩阵，则这个表示称为G

的幺正表示。

定理1：有限群的任何非奇异的矩阵表示，都可以通过相似变换

变成幺正的矩阵表示。

证：对于给定的表示D(G)，要找出相似变换x，使得：

——① （假定D非幺正）

和 ——②

经过相似变换后， 仍为G的表示称等价表示。

( ) ( )xRDxRD 1−=

ሜ𝐷 𝑅 † · ሜ𝐷 𝑅 = 1

( )GD

II. 有限群表示的基本定理

幺正化定理



思路：按要求反推 将①式代入②式得：R，S∈G

即

即 ——（*）

据群的性质（和群表示的性质）

∴若能找到x，使 （厄米矩阵）

（*）式便成立了，也就证明了定理1。

𝑥−1𝐷 𝑅 𝑥 † 𝑥−1𝐷 𝑅 𝑥 = 1

𝑥†𝐷 𝑅 †(𝑥−1)† · 𝑥−1𝐷 𝑅 𝑥 = 1

（𝑥†）−1（）𝑥−1

𝐷 𝑅 † 𝑥𝑥†
−1
𝐷 𝑅 = 𝑥𝑥†

−1

𝐷 𝑅 †෍

𝑆∈𝐺

𝐷 𝑆 †𝐷 𝑆 𝐷 𝑅

= ෍

𝑆∈𝐺

𝐷 𝑆𝑅 †𝐷 𝑆𝑅 = ෍

𝑆∈𝐺

𝐷 𝑆 †𝐷 𝑆

𝑥𝑥†
−1

= ෍

𝑆∈𝐺

𝐷 𝑆

†

𝐷 𝑆 = 𝐻

（重排定理）



H 作为厄米矩阵，总可通过幺正的相似变换 U 使其对角化：

思路：利用对角阵和幺正阵U 来寻找厄米矩阵H

若令；

代入(𝑥𝑥†)-1, 而 ，定理得证。

以后的所有表示均看成幺正表示。

Γ = 𝑈−1𝐻𝑈; Γ𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈𝜎𝜇 > 0

1' −= UUx Γ′𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 Γ𝜇𝜇

1
2

𝑥𝑥†
−1

= 𝑈Γ′𝑈−1𝑈−1†Γ′†𝑈† −1
= 𝑈Γ′𝑈†𝑈Γ′†𝑈† −1

= 𝑈Γ′Γ′†𝑈† −1
= 𝑈Γ′†−1Γ′−1𝑈−1

= 𝑈 Γ′Γ′†
−1
𝑈−1 = 𝑈Γ𝑈−1

𝐻 = 𝑈Γ𝑈−1 ∴ 𝑥𝑥†
−1

= 𝐻

幺正矩阵 መ𝐴† = መ𝐴−1,



定理2：若群G{A1, A2, …Ak, … Ah}有两组等价的幺正表示：

D(1)(A1), D
(1)(A2), … D(1)(Ak), … D(1)(Ah) 

D(2)(A1), D
(2)(A2), … D(2)(Ak), … D(2)(Ah)

则D(1)(G)和D(2)(G)的相似变换可以借助于一个幺正矩阵来实现:

UD(1)(Ak)U
-1= D(2)(Ak)(Ak G)



正交定理

Schur引理1：与群的某一不可约表示的所有矩阵可对易的矩阵

（M）必为常数矩阵。（此引理对所有群均成立）

证：Ⅰ：若两个表示矩阵对易 ，则经过相
似变换后仍可对易，所以若表示矩阵不是幺正，可
用一相似变换使它幺正，而对易性不变。

( ) ( )xRDxRD 1−=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ADBDxADxxBDxxADBDx

xBDADxxBDxxADxBDAD

===

==

−−−

−−−

111

111

所以下面就认为D(R)为幺正矩阵。

( ) ( ) ( ) ( )ADBDBDAD =



Ⅱ：若对M加上厄米条件，也不影响结论：

设群G，表示

若 ， 对此式两边取转置共轭：

两边乘

即：

幺正，故上式即为：

即：只要M和D(R)对易，有𝑀†和D(R)对易，

则 都可对易。

( )RD

( ) ( ) GRRDGD 

( ) ( )RMDMRD =

𝑀†𝐷 𝑅 † = 𝐷 𝑅 †𝑀† ( )( ) ( )RDRD

𝐷 𝑅 𝑀†𝐷 𝑅 †𝐷 𝑅 = 𝐷 𝑅 𝐷 𝑅 †𝑀†𝐷 𝑅

𝐷 𝑅 𝑀† = 𝑀†𝐷 𝑅

𝐷 𝑅 与𝐻1 ≡ 𝑀 +𝑀†和𝐻2 ≡ 𝑖 𝑀 −𝑀†

H1 和 H2 均为厄米，因此，只要证明D(R)和厄米矩阵H1, H2可

对易，则D(R)必和M对易。所以下面就认为 为厄米矩阵。

𝐻1
† = (𝑀 +𝑀†)† = 𝑀† +𝑀 = 𝐻1;

𝐻2
† = −𝑖 𝑀 −𝑀† †

= −𝑖𝑀† + 𝑖𝑀 = 𝐻2

M



V-1( )V

Ⅲ: 对厄米矩阵M，总有幺正矩阵V，使

d为对角矩阵

幺正矩阵之积仍为幺正矩阵，故

仍为幺正矩阵

得：

dMVV =−1

( ) ( )RMDMRD =

( ) ( )VRDMVVVMVVVRDV 1111 −−−− =

( ) ( )RDVRDV =−1

证明：

( ) ( )RdDdRD '' =

𝐷′ 𝑅 † = 𝑉−1𝐷 𝑅 𝑉 † = 𝑉†𝐷† 𝑅 𝑉−1 † = 𝑉†𝐷−1 𝑅 𝑉

𝐷′ 𝑅 −1 = 𝑉−1𝐷 𝑅 𝑉 −1 = 𝑉−1𝐷−1 𝑅 𝑉−1 −1 = 𝑉†𝐷−1 𝑅 𝑉



设对角矩阵d有p个对角矩阵元相等，其他n-p个对角元互不相等，

作

这样的x一定存在

这时，上式变为：

即 ，其中

（∵当 ）

∴ 即：
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





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( ) ( ) 1111 −−−− = xRDxxdxxdxxRDx

( ) ( )RDddRD = ( ) ( ) 1−= xRDxRD

( )  ( ) ( )



==

j

jjijjjjiij dRDdRDdRD 0=
jj

djj 时

( )  ( ) ( )ijii

i

jiiiij RDdRDdRDd == 




( ) ( )ijiijjij RDddRD = ( )   0=− jjiiij ddRD

( ) 1−xx

相等



若对角矩阵元在 i ，j > p 时，且i和j不相等，则

或当i和j一个大于p，一个小于p时，

而这个矩阵是可约的，同我们假设它不可约矛盾，要使此矩阵不

可约，则必有 ，即d为常数矩阵。又由于 。

∴d也为常数矩阵， 也为常数矩阵。

( ) 0=
ijRD

( ) 0=
ijRD

np  xdxd = −1

1−= vdvM

( )





















=

不为零

可能不为零

00

0

0

RD

1, 2 … … … p， p+1, … …  n

1
2 
…
p  

p+1
… 
…  

n

( )   0=− jjiiij ddRD



Schur引理1直接应用：

① Abel群的表示矩阵一定是一维的（即常数矩阵），因为它

的任何一个元素的表示矩阵必与其它所有元素的表示矩阵

对易。

② 如某个不是比例于单位矩阵的矩阵(常矩阵），与表示的

所有矩阵对易，则此表示是可约的。

Schur引理1：与群的某一不可约表示的所有矩阵可对易的矩阵

（M）必为常数矩阵。（此引理对所有群均成立）



m1m2

Schur引理2：设D(1)(G)和D(2)(G)是群G的两个不等价不可约表示，

维数分别为m1和m2，x是一个m1m2矩阵，如果对

所有元素RG有： D(1)(R)x = xD(2)(R) —（*） 则

必有x = 0。

证明：

不妨假设D(1) 和D(2)均为幺正矩阵，它们不可再约化

对（*）两边取厄米共轭：

∵ D(1) 和D(2)幺正，故有

即

𝑥†𝐷 1 † 𝑅 = 𝐷 2 † 𝑅 · 𝑥†

𝑥†𝐷 1 −1 𝑅 = 𝐷 2 −1 𝑅 𝑥†

𝑥†𝐷 1 𝑅−1 = 𝐷2 𝑅−1 𝑥†

m1m1 m2m2

D(1)(R)x = xD(2)(R)

∵R是取遍整个群G，故上式可写成：𝑥†𝐷 1 𝑅 = 𝐷 2 𝑅 𝑥†



相当于ii

左乘x得：

∵ D(1)(R)x = xD(2) (R) ，上式为：

据Schur引理1，𝑥𝑥†必为常数矩阵：

——（**）

𝑥𝑥†𝐷 1 𝑅 = 𝑥𝐷 2 𝑅 𝑥†

𝑥𝑥†𝐷 1 𝑅 = 𝐷 1 𝑅 𝑥𝑥† )( GR

𝑥𝑥† = 𝜆𝐼m1

（ⅰ）当m1=m2时，此时x必为奇异的，即det x = 0，否则据（*）有

D(1)(R)x = xD(2)(R)

即D(1)(R)和D(2)(R) 等价，与假设矛盾，故x是奇异的

∴对（**）两端求行列式：

∴  = 0 又

∴  x的所有矩阵元均为零（∵i,j均可变）

( )( ) ( )( ) 121 −= xRxDRD

det 𝑥𝑥† = det 𝑥 det 𝑥† = 𝜆𝑚1 = 0

𝜆 =෍

𝑗

𝑥𝑖𝑗𝑥𝑗𝑖
† =෍

𝑗

𝑥𝑖𝑗

2

= 0

𝑥†𝐷 1 𝑅 = 𝐷 2 𝑅 𝑥†



（ii）当m1m2时, 设m1>m2

可对矩阵x添上m1-m2列零使得x变为x：

且：

显然： ∴

但

重复(i)的证明可得x=0，（∴ x =0）

结论：不同的不可约表示不可能彼此有联系（除非用零矩阵）

  1

212

0 mxx
mmm 


















=

−

𝑥′† =
ถ
𝑥†

0
𝑚1

ሽ𝑚2

ሽ𝑚1 −𝑚2

𝑥′ · 𝑥′† = 𝑥 · 𝑥† 𝑥′ · 𝑥′† = 𝜆𝐼𝑚1

det 𝑥′ = det 𝑥′† = 0



定义：群G的m维线性表示可以看成G的一个矩阵函数，它的每

一个矩阵元都是G的一个函数，称为群函数，共有m2个群

函数。

正交定理： （the Great orthogonality theorem）

有限群G的不等价不可约幺正表示的矩阵元素，作为

群函数，满足正交关系：

——（Δ）

其中g是群G的阶，mj是表示D(j)(G)的维数。

1

𝑔
෍

𝑅∈𝐺

𝐷𝜇𝜌
𝑖
𝑅 ∗𝐷𝜈𝜆

𝑗
𝑅 =

1

𝑚𝑗
𝛿𝑖𝑗𝛿𝜇𝜈𝛿𝜌𝜆



则：

( ) ( ) ( )( )RDRD
g

j

GR

i




−
=

11

( ) ( ) ( )( )RDRD
g

j

GR

i




−= 11

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )RDRD
g

RDRD
g

j

GR

i

j

GR

i













+

=

=

*1

1

——（ΔΔ2）

——（ΔΔ1）

这就是Δ式（正交定理）左边

幺正

证明：设有一mimj矩阵Y，它只有第行第列元素不为零

即：

定义mimj矩阵X： ( )( ) ( )( )RYDRD
g

X j

GR

i 11 −



=

( )
 =Y

( ) ( ) ( )( )RDYRD
g

X j

GR

i





 

 

−

= 11

( ) ( ) ( )( )RDRD
g

j

GR

i





  

 

−

= 11



( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )





−−



−

=

=

GR

jjji

GR

jiii

SDSDRYDSRD
g

RYDRDSD
g

XSD

·
1

1

11

1

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )SXD

SDRYDRD
g

SDRSYDRSD
g

SDRSYDSRD
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j

GR

jji
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jji

GR

jji



=

=

=









−



−−−



−−

)(
1

)(
1

1

1

111

11

另一方面

重排定理

( )( ) ( )( )SXDXSD ji =

单位元



当ij时，据schur引理2， （∵S是任取的）

当i=j时，据schur引理1，

（∵C常数同Y有关，故同有关）

对（ΔΔ2）两边取i=j ， =并对求和：

0X

( )( ) ( )( )


−==
GR

jj RYDRD
g

ICX 11


 
jm

C
1

=

E=I (单位矩阵)

1

𝑔
෍

𝑅∈𝐺

𝐷𝜇𝜌
𝑖
𝑅 ∗𝐷𝜈𝜆

𝑗
𝑅 =

1

𝑚𝑗
𝛿𝑖𝑗𝛿𝜇𝜈𝛿𝑝𝜆

( )( ) ( )( )SXDXSD ji =
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 
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
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j
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


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
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*
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1
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∴





有限群G的不等价不可约幺正表示的矩阵元素，作为群函数，满

足正交关系：

——（Δ）

其中g是群G的阶，mj是表示D(j)(G)的维数。

1

𝑔
෍

𝑅∈𝐺

𝐷𝜇𝜌
𝑖
𝑅 ∗𝐷𝜈𝜆

𝑗
𝑅 =

1

𝑚𝑗
𝛿𝑖𝑗𝛿𝜇𝜈𝛿𝜌𝜆

表示矩阵元的正交性定理



例：两种原子组成的四方晶体的对称操作所组成的群的表示

a = b  c

共有八个对称操作使晶格保持不变：

E：不动，

C2(z)：绕z轴的2-度转动，

C2(x)和C2(y) ：绕x轴和y轴的2-度转动，

1和2：关于对角平面反射

iC4和iC4
-1：关于z轴4-度转动接着中心反演

x

y

z



八个对称操作所对应的变换矩阵
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iCDiCDDD

yCDxCDzCDED



为方块对角矩阵，为右下角元素组成的1-维不
可约表示D(1)及左上角元素组成的2-维不可约表
示D(2)，则3-维可约表示可写成直和的形式：

)()()( )2()1( aDaDaD =

所以用(x, y, z)为基矢求得的表示是可约化的。
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一维显然表示
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